Lycée La Martiniére Monplaisir PT

2025-2026

Devoir Maison 4
Pour le 1 décembre 2025

Probléme
(Banque PT Maths A 2009)

Dans tout le probleme, n est un entier strictement positif, F désigne un espace vectoriel réel
de dimension finie n, £L(£) I'ensemble des endomorphismes de E, Idg I'identité de £ et 0y (g
I’endomorphisme nul sur F.

Partie I

1. Dans cette question, E est de dimension 2. On considére la base B = (e1,e2) de E. On
consideére I’application linéaire f ayant pour matrice, dans la base B :

1 1 -1
u=3(5 %)
(a) Montrer que f est un projecteur. Quel est son rang?

(b) Déterminer le noyau et I'image de f

2. Dans cette question, E est de dimension 3. On considére la base B = (e1,e9,e3) de E. D
désigne la droite vectorielle engendrée par le vecteur €1 = e; +3eg — ez et P le plan engendré
par les vecteurs eo = €1 — ez et €3 = 2e1 — es.

Déterminer la matrice, dans la base B, du projecteur sur P parallelement a D.
3. L’espace vectoriel F est désormais muni d’un produit scalaire (-, - - - ).

La norme du vecteur x € E est notée ||z|.
Enfin, le sous-espace orthogonal d’un sous-espace vectoriel F' de E sera noté F-.

On rappelle qu’un projecteur de E est dit orthogonal lorsque son noyau et son image sont
orthogonaux. Soit p un projecteur de F.

(a) Montrer que si p est un projecteur orthogonal alors :
Vue B, p(u)ll < Jluf ().
(b) Montrer que si (%) est vérifiée, alors p est un projecteur orthogonal.

Partie I1

On considere ici 'espace vectoriel M,,(R) des matrices carrées d’ordre n > 2.

Soit A € M,,(R), on note Tr(A) la somme des coefficients de la diagonale de A et AT la matrice
transposée de A.

On définit Iapplication ¢ de M,,(R) x M, (R) dans R par :
V(A,B) € M, (R)? (A, B)="Tr(A"B).

1. Montrer que ¢ est un produit scalaire sur M, (R).
2. Soit A = (aij)i<ij<n € Mn(R), montrer que

n n
D> ai|<n

i=1j=1

3. On note A,, ensemble des matrices antisymétriques de M,,(R) et S,, l'ensemble des ma-
trices symétriques de M,,(R). Montrer que A4,, et S,, sont deux sous-espaces orthogonaux de
M, (R).

4. On note ® la norme associée au produit scalaire ¢ (i.e. (M) = /o(M, M))

Soit U une matrice orthogonale de M,,(R) et M une matrice de M, (R).

Exprimer ®(MU) en fonction de ®(M).
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5. On consideére dans cette question uniquement que n = 2. On désigne par F' le sous-espace
vectoriel de M,,(R) défini par :

F:{(Z _ba ),(a,b)€R2}.

(a) Donner une base de F*.

b) Déterminer la matrice A’, image de A = Lo
g

10 ), par la projection orthogonale sur
F.

Partie 11T
On considere I'application ¢ de R3[X]? dans R :
3
Y(P,Q) € Rs[X]?, w(P.Q) =) P(H)Q()
i=0

1. Montrer que 9 est un produit scalaire sur R3[X].
2. Soit F' = Ry[X] muni de sa base canonique B = (1, X, X?).

(a) Caleuler ¢(1,1), 9(1,X), ¥(1, X?), (X, X), »(X, X?) et »(X?, X?).

(b) On note B' = (Py, P1, ) la base orthonormale de F telle que :

Vk € {0,1,2} Vect(Py, .., Py) = Vect(1,.., X%) et (P, X*) > 0.

Déterminer explicitement les polyndémes Py, P; et Ps.
3. Soit ($0, T1,T2, 133) = (1, 3, 2, 3)

3
On considére ’ensemble des sommes ¥ = {Z(xi — P()*Pc F} .
i=0
(a) Montrer qu’il existe un polynéme R et un seul, de R3[X] tel que :

Vie {0,1,2,3}, R(i) =1

(b) Déterminer le projeté orthogonal du polynéme R sur le sous-espace vectoriel F'.

(¢) Montrer alors que I’ensemble ¥ posséde un minimum atteint pour un polynéme S € F
et un seul. Déterminer ce minimum.
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Corrigé

Corrigé du probleme
Partie I

1/ 1 -1 1 -1 1
2 __ * —
M_9(—2 2)(—2 2)‘9

Ainsi fo f = f. ‘f est donc un projecteur. ‘

1. (a) Ona

De plus

Rang(f) = Rang(M) = Rang ((_12 _21)> = Rang <<é _01>) =1
2

(b) On sait que Im(f) = Vect(f(e1), f(e2)). Or f(e1) = %61 —gez= —f(e2), donc

[Tm() = Vet (f(e1)) = Vect(er —2es)|

De plus e; — 2e5 # 0g, donc (e; — 2e2) est libre. C’est ainsi une base de Im(f).

Pour (z,y) € R? on a xe; + yey € Ker(f) si et seulement si z —y = 0. Ainsi

‘Ker(f) = Vect(e1 + e2) ‘

2. Vérifions que B’ = (1, 2,€3) est bien une base de E

1 1 2
det(e1,e2,e3) =] 3 0o -1
B ~1 -1 0
7 1 0
=1 3 0 -1
-1 -1 0
7o
o -1 -1
— 640

Donc B’ = (g1, €2,€3) est une base de FE.

Soit M’ la matrice du projecteur p sur P parallelement & D dans la base B’. On a
0 0O
M=1010
0 0 1

Soit P la matrice de passage de B a B’ alors

1 1 2
P = 3 0 -1
-1 -1 0
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On calcule P71

1 1 211 0 0
3 0 —-1]0 1 O
-1 -1 0|0 0 1
1 1 2 1 0 0
0o -3 —-7/-3 1 0 Lo+ Ly —3Ly, L3« L3+ Ly
0 O 2 1 0 1
1 1 2|1 0 0
01 ol -2 0 Ly —=Ly, Ly« -L
3 . 3 ) 2 3l 3¢ 5hs
00 1|1= 0 =
2 2
1 1 0] O 0 -1
1 1 1 7 7
0 0 —15 -3 —15 Ly Ly— gL, Ly Ly —2Ls
1] = -
0 0 3 0 5
10 0 1 1 1
61 31 67
01 0|—~ —2 —= Ly Ly — Lo
16 3 16
0 0 1| = 0 =
2 2
Ainsi
1 2 1
pl_z -1 -2 -7 — Changement de bases
3 0 3 En général on va

essayer d’éviter de

Notons M la matrice de p dans B. D’apres la formule de changement de bases on a M = se lancer dans un

-1
PM'P 4 changement de bases
Finalement explicites car les
5 92 _1 calculs peuvent étre
1 longs. Ici on n’a pas
M=3 _13 (2) _73 vraiment le choix ...
Remarque :

1
On peut procéder un peu différemment : le calcul de P~! nous assure que e; = 5 (e1—e2+3e3),

ainsi
ple) = 5 (pler) — ple) + 3p(y))
:%(0—52+353)
= é (e3 —e1 + 6e; — 3ea)
1

= 6 (561 —3es + 63)

Puis procéder de méme pour p(ez) et p(es). En pratique on fait ici exactement les mémes
calculs que dans PM’P~! donc on ne gagne pas vraiment de temps.

3. (a) Soit p un projecteur orthogonal et u € E.
On sait que v = (u — p(u)) + p(u) avec u — p(u) € Ker(p) et p(u) € Im(p).
p étant un projecteur orthogonal, on a (u|u — p(u)) = 0.
Ainsi, d’apres le théoréeme de Pythagore,

lull* = llu = p(w) + p(u)|* = lu = p(w)|* + lIp(u)|* = lp(w)]*

Puis, par croissance de la fonction racine carrée

[Vue B llp()] < llul]
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(b) Supposons que (x) est vérifiée.
. — Duplication
Soit u € Ker(p) et v € Im(p). On veut monter que u et v sont orthogonaux. p

Lorsque, pour une

Soit t € R et wy = tu+v. On a tu € Ker(p), donc p(w;) = v. question d’algebre

D’apres (%), on a ||[p(w)|| < |lwe]], ,d’olt en passant au carré et en développant, linéaire, vous avez
une hypothese du
HUH2 < ||U||2 + 2t(u,v) + t2|\u||2 type « Pour tout u
.. »et que vous cher-
Ainsi chez & arriver a une

conclusion du type
« Pour tout couple
(v,w) ... »pensez &
appliquer votre hy-
pothése au couple

vt € R, 2t (u, v) 4 t3||ul|* > 0

Si u = Og alors on a clairement (u,v) = 0.

2 .
— b
Supposons u # Og, en évaluant notre relation en ¢t = <Z’”v> on a Zotpis 2 ;iz) 3;1‘1]); ot
réel.
_2<u7v>2 <u 7)> ” H2
u
[l [Juef*
2 _9 2

C’est-a-dire (u v) > 0. Or {u, v) < 0, ainsi (u,v) =0

iz 7 [[uf[?
Finalement Ker(p) et Im(p) sont orthogonaux, donc ’p est un projecteur orthogonal.

Partie 11
1. Soit (A, B,C) € #,(R)® et A\ € R. Alors

©(ANA+B,C) = Tr((AM+B)TC) = Tt(AMATC+B'C) = ATr(ATC)+Tr (BT C) = Ap(A, C)+¢(B, C).

Donc ¢ est linéaire a gauche.

Soit (A, B) € 4, (R)?. Alors
©(A,B) =Tr(A"B) = Tr ((ATB)T) =Tr(BTA) = (B, A)

Ainsi ¢ est symétrique et donc bilinéaire symétrique.

Remarquons que, si A = (a; j)1<i,j<n € Hn(R) et B = (bi j)1<i,j<n € Hn(R) alors

n n n n
T T
QD(A,B) = TI‘(A B) = Z A B J,j ZZ j 1Bi,j = ZZai,jbi’j
j=1 j=11i=1 i=1 j=1
En particulier
n n n n n
A =TT =Y (A7), =33 U = 338, 20
i=1 i=1 j=1 i=1 j=1
n n
Soit A € M, (R) telle que (A, A) = 0, ainsi Z Z aii = 0.0r une somme de carrés étant
i=1 j=1
nulle si et seulement si chacun des termes est nul, il vient alors Classique
V(Lj) c [[1’ 71]]27 a?i =0 cette question est
’ pratiquement une
Ainsi A est la matrice nulle. question de cours,

il faut absolument

Finalement ‘ ¢ est bien un produit scalaire sur .4, (R). ‘ savoir I faire

2. Posons A = (ai ;) jyenn] e B = (1)igij<n la matrice carrée de taille n dont tous les
coefficients valent 1.

On a alors

P(A,B) =) aibi; =YY ai

i=1 j=1 i=1 j=1
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Et

D’apreés I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a |¢(A, B)| < v/p(A, A)\/¢(B, B).

Ainsi

3. Montrons que VA € A,, et VS € S,,, p(4,5) =0.
=Tr(ATS) ="Tr

Dans un second temps,comme S est symétrique, Tr(AS)

Dans un premier temps on a ¢(A4, S) (—=AS) car A est antisymétrique

= Tr(SA) et ¢ est symétrique, on a

(S, A) =Tr(STA) = Tr(SA) = Tr(SA) = Tr(AS) = —p(A, S) = (S, A)

v(A,S)=0.

Ainsi

Finalement ‘ A, et S, sont deux sous-espaces orthogonaux de M, (R). ‘
4. Soit U une matrice orthogonale de M, (R). Alors UTU = UU " = I,,.
Soit M € M, (R).

S(MU) = \/o(MU, MU)

= /TH(MU) T (MD))
=/ Te((MU)(MU)T)

=/Te(MUUTMT)

Tr(MI,MT)

=%

(MTM)
= (M)

Ainsi | ®(MU) = ®(M) |
5. (a) SoitA1:<(1) 0 )etAgz((l) é)

(A1, A2) est une famille deux matrices non colinéaires, donc libre, et génératrice de F,
c’est donc une base de F.

Pour M = <$ ?) € My(R), on a M € Ft si et seulement si p(M,A;) = 0 et
L)D(Z\4a142) =

Or o(M, A1) =a—0det o(M,Az) =5+ 1.

Ainsi M € F si et seulement si 6 = o et v = —f.

v (000 9))

La famille ((1 0) , <(1) _01> est donc une famille de deux matrices non colinéaires,

On a donc

0 1
donc libre, et génératrice de F*.

(1)

Ainsi

_01>) est donc une base de F*.

— Cauchy-Schwarz

Si on vous demande
de prouver une in-
égalité dans un pro-
bléeme faisant in-
tervenir un produit
scalaire penser a
Cauchy-Schwarz doit
étre un réflexe, c’est
bien souvent la ré-
ponse.
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(b) On a p(A;, Ag) =0, D(A1) = /12 + (—1)2 = V2 et D(Az) = V12 +12 = V2.
1 1

Ainsi la famille (Al, A2) est une base orthonormée de F'.
2 V2
On a donc
1 1 1 1
A =p(A, —=A))—=A; +p(A, —=A5)—A
90( \/i 1)\/§ 1 50( \/i 2)\/5 2
_ SO(A7A1)A1 @(AvAQ)Az
2 2
1 1
=-A+-A
5 1+ 5412

_11a
“2\1 -1

. 111
A1n81A—§ 1 1)

Partie I11

1. Soit (P,Q, R) € R3[X]? et soit A € R. Alors

3

PP +Q R) =} (\P+Q))R()

Donc 1 est linéaire a gauche.
De plus, pour tous P, @ € R3[X], on a

4 4

$(Q.P) =Y _Q()P(i) =Y _ P>i)Q(i) = ¥(P,Q)

i=0 =0

Donc 9 est symétrique, étant déja linéaire a gauche, elle est donc bilinéaire.
Pour P € R3[X], on a

3
Y(P.P)= P(i)*>0
i=0
3
Enfin,soit P € R3[X] tel que (P, P) =0, on a alors ZP(i)2 = 0.
=0

Une somme de réels positifs est nulle si et seulement si chaque terme est nul. Ainsi
Vi € [0, 3], P@)=0

P est alors un polynéme de degré inférieur ou égal a 3 qui posséde au moins 4 racines. C’est
nécessairement le polyndme nul, ainsi ¢)(P,P) =0= P = 0.

Finalement, ‘w est bien un produit scalaire sur R3[X]. ‘
2. (a) Ona

(v =4, $(1LX)=6 ¢(1,X%) =14]

[O(X.X) =14, (X, X2) =36 (X2 X?) =98]
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(b) On reconnait que (Py, Pi, P3) est la base orthonormée de F' obtenue a partir de la base
canonique (1, X, X 2) par le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt

1 1
- ¢(1,1) :47 donc POZ 7@ = 5
7Ol’laP: X_’(/}(Xa-PO)PO
T (X — (X, Py)Po, X — (X, Po)Ry)
Or (X, Py) = %w(X, 1) = 3. Ainsi X — (X, P))Py =X — %

Puis

o (X =5 X= ) = w(x X 2500 ) + Ju1, ) = 1= 18 49 =5

2 2
1 3
Ainsi P; = — (X — ).
1= (X))
— On a
b X2 Y(X2 PPy — (X2 PPy
) =

PY(X?2 — (X2, Py) Py — (X2, P1) P, X% — (X2, Py) Py — (X2, P1)P)

Or (X2, Py) = 1w(XQ, 1)="Tet

2
2 _ 1 2 _3 2 Lo _ 15
B, P = 2 (V020 - Ju(, 1)) = Z= @621 = 2
Ainsi
X2 (X2, Py)Py — (X%, PP, = X2 — g - %5 <X — 3) =X?-3X+1
Puis

P(X?=3X +1, X2 —3X +1) =p(X? = 3X +1,X?%) = 3(X? - 3X +1,X) + (X% - 3X +1,1)
= (X% X?) = 60(X, X?) + 20(1, X?) + 9¢(X, X) — 6¢(1, X) + (1, 1)
=98 — 216 + 28 4+ 126 — 36 + 4

=4
.. 1, 5
Ainsi P, = §(X —3X +1).
Finalement on a
1 1 3
Py== P=—(X-2 Py=—-(X?-3X+1
0 27 1 \/5( 2)7 2 ( + )

3. (a) Deux méthodes sont possibles :

a=1
at+tb+c+d=3
a+2b+4c+8d =2
a+3b+9c+27d =3

— Poser R(X) = a+bX +cX?+dX? et résoudre le systéme :

5
Ce systeme a une unique solution :<1, 5 —4, 6>'

— Utiliser l'interpolation de Lagrange :
L’application f : Rs3[X] — R* est linéaire. Elle est in-
P = (P(0),P(1),P(2), P(3))
jective, car si P € Ker(f), alors P est un polynéme de degré inférieur ou égal a 3
ayant plus de 4 racines, c’est donc le polynéme nul.
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Les espaces de départ et d’arrivée ayant méme dimension, f est bijective. Ainsi
(1,3,2,3) admet un unique antécédent R par f.

Si on veut une expression explicite de R, il s’agit du polyndéme d’interpolation de
Lagrange suivant

R = XA =8 | XXX =9
X(X-1)(X-3) _X(X-1)(X-2)
2

6

+2 +3

_ 6+31X —24X2 +5X°3
o 6

Comme on n’a pas besoin de I’expression explicite de R pour la suite la seconde méthode
est ici plus rapide.

(b) (Py, P1, P) est une base orthonormée de F' d’apres la question 2.(b).

Le projeté orthogonal de R sur F est alors :

pF(R) = ¢(R7 PO)PO + 1/1(37 Pl)Pl + w(Rv PQ)PZ

Or
(R, Po) = R(0)Py(0) + R(1)Po(1) + R(2) Py(2) + R(3) Po(3)
= Py(0) +3Py(1) +2Py(2) + 3P (3)
= % (1+3+2+1)
9
T2
De méme
(R, Py) = P(0)+ 3P (1) + 2P (2) + 3P1(3)
:\}5<1><_23+3><_21+2x;+3x2)
5
" 25
V5
T2
Et
I/J(R, Pl) = PQ(O) + 3P2(1) + 2P2(2) + 3P2(3)
= % (1-3—-2+3)
1
T2
Ainsi

pF(R) = ¢(R7 PO)PO + w(Rv Pl)Pl + ¢(R» PQ)P2

9 NG 1
—p+¥X2p P

gtot 5= oh
9 1 3001, ,

S+ (X -3 - (X2 -3X +1)
545X — X2
- 4

545X — X2
Finalement | le projeté orthogonal de R sur F' est +7

— Polynémes de Lagrange

Bien que classiques
on ne s’attend pas
ici & ce que vous
redonniez sans indi-
cation ou questions
préliminaires les for-
mules des polyndémes
d’interpolation de
Lagrange. La valeur
explicite de R n’est
d’ailleurs pas de-
mandé et ne servira
pas par la suite.
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(c) On observe que, pour P € F,

3 3
Y (@i = P(i))* =) (R(i) — P()))* =¢(R— P,R— P)
i=0 =0
3
Ainsi minimiser la somme Z(njz — P(4))?, c’est exactement chercher la distance de R &
i=0

F pour la norme euclidienne associée a 1.

on sait que cette distance est est atteinte uniquement quand P est le projeté orthogonal
de Rsur F' : pp(R) — Pythagore ———

Ainsi ‘ > admet un unique minimum. ‘ On aurait pu se lan-
cer directement dans

D’apres le théoréme de Pythagore on a, comme R = R — pr(R) + pr(R) et pr(R) et les calculs. Une utili-
R— pF(R) sont orthogonaux, w(R7 R) = ¢(R —PF (R)> R— pF(R)) + w(pF(R),pF (R)) { sation intelligente de
Ainsi (R — pp(R), R — pr(R)) = ¥(R, R) — ¥ (pr(R).pr(R)). ythagore va foute-

fois nous simplifier
De plus, comme la famille (P, P1, P2) est orthonormée et pp(R) = (R, Py)Py + la vie et nous faire

(R, P1)P1 + ¢(R, P2) Py alors, d’aprés le théoréme de Pythagore gagner du temps.

U(pr(R),pr(R)) = ¥(R, Po)* + (R, P1)* + (R, P»)°

() (9) ()

_ 81+5+1
o 4
8
T4
De plus ¢(R,R) = 12 + 3% + 22 +3* = 23
Ainsi 87 92-87 5
Y(R—pr(R),R—pr(R)) =23 - — = = —
4 4 4
Finalement
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